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⊲ 1. Proedimientos y funiones on listas

Desarrolla funiones y proedimientos (funiones sin return) para ada uno de los problemas

siguientes:

Borrar el elemento de la posiión i de una lista.

Saturar una lista a uno elemento dado x: si tenemos la lista l poner en ada posiión i

el máximo entre x y l[i].

Borrar todas las apariiones del elemento x de una lista.

Filtar los elementos primos de la lista.

Insertar un elemento en la posiión i de la lista.

Haer una rotaión de los elementos de la lista: el elemento en la posiión i + 1 pase a

estar en la posiión i y el elemento 0 en la última posiión de la lista.

Interambiar los elementos pares e impares: si i es una posiión par interambiar el

elemento de la posiión i on el de la posiión i+ 1.

⊲ 2. Desomposiión de un número

En este ejeriio proponemos la de�niión de funiones senillas que permitan desomponer

un número de múltiples formas.

Parte más signi�ativa Esribe una funión que devuelva la parte más signi�ativa desde

el n-ésimo dígito de un número.

Ejemplo

4

o

dígito

351372

Parte más signi�ativa a partir del 4

o

dígito

Parte menos signi�ativa Esribe una funión que devuelva la parte menos signi�ativa

hasta el n-ésimo dígito de un número.

Ejemplo

4

o

dígito

351372

Parte menos signi�ativa hasta el 4

o

dígito

1



Dígito n-ésimo Esribe una funión que nos devuelva el dígito n-ésimo de un número.

⊲ 3. Conversión de arateres a números

En este ejeriio meditaremos sobre el funionamiento de la llamada a int(s) siendo s un

string.

Conversión de arateres a números en base 10 Esribe una funión que reiba una

adena de aratéres on dígitos del 0 al 9 y devuelva el orespondiente entero.

Conversión de arateres a números en una base arbitraria Esribe la funión ante-

rior pero para trabajar on números en una base ualquiera.

⊲ 4. Aproximaión haia π on dardos

Considera el siguiente experimento: se dispone de una diana de radio unidad entrada en el

origen de oordenadas y del uadrado en el ual se insribe diha diana:

1

−1

1−1

Si se efetúa un buen número de lanzamientos de dardos, uniformemente distribuidos

en el uadrado irunsrito [−1, 1] × [−1, 1], el número de los que aerán en la diana será

aproximadamente proporional a su super�ie:

número de disparos dentro

número de disparos total

≃ super�ie de la diana

super�ie del uadrado

y, omo sabemos que

super�ie de la diana

super�ie del uadrado

=
π

4

se puede estimar que

π ≃ 4
número de disparos dentro

número de disparos total

aproximaión que será, probablemente, tanto más preisa uanto mayor sea el número de

lanzamientos.

Se pide un programa que efetúe un buen número de lanzamientos, que tantee los aiertos

y deduza de ahí una aproximaión de π. (Para más informaión onsúltese la pista 1.)

Notas bibliográ�as La idea de este enuniado y otras sobre simulaión de variables alea-

torias pueden ampliarse en [Ben84, Dew85℄, entre otras muhas referenias.
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⊲ 5. Conjetura de Goldbah

En una arta esrita a Leonhard Euler en 1742, Christian Goldbah (1690�1764) a�rmó (sin

demostrarlo) que todo número par es la suma de dos números primos. Para poner a prueba

esta onjetura (hasta ierto punto, laro está), basta on avanzar a través de los primeros n

números pares hasta enontrar uno que no veri�a esa propiedad, o hasta llegar al último,

rati�ándose la onjetura hasta ese punto,

k = 0

seCumpleHastaK = true

while seCumpleHastaK and k <= n:

k = [[el siguiente par℄℄

[[Tantear la desomposiión de |k|℄℄

if [[falla el intento℄℄:

[[|seCumpleHastaK| se anota omo falso℄℄

donde ada tanteo se puede expresar mediante un subprograma que responda a la siguiente

llamada,

desomponer(numPar)

devolviendo tres valores onseguido, sumando1, sumando2; esto es, un subprograma que,

dado un entero numPar (supuestamente positivo y par), busa una desomposiión del mismo

en dos sumandos sumando1 y sumando2 primos, indiando además si lo ha onseguido o no.

Esa desomposiión de numPar se busa probando pares de sumandos,

(1, numPar− 1), (2, numPar − 2), . . .

hasta que ambos sean primos o bien el primero supere al segundo, para no repetir los tanteos

�nales,

. . . , (numPar− 2, 2), (numPar − 1, 1)

que son iguales a los iniiales.

Desomposiión Esribe en Python el subprograma anterior, suponiendo que existe una

funión que veri�que la primalidad de un número. (De heho, se ha desarrollado en el

ejeriio 14.)

Conjetura de Goldbah Finalmente, desarrolla el programa orrespondiente al algoritmo

ompleto, siguiendo los pasos desritos.

Notas bibliográ�as Esta onjetura aparee reogida en las Meditaiones algebraias de

Edward Waring (1734�1793) junto on otros resultados interesantes. Te proponemos desarro-

llar un programa que permita omprobar los siguientes enuniados (pruébalos on los primeros

millares de los números naturales):

Conjetura: todo entero impar es un número primo o la suma de tres números primos.

Teorema (Leonhard Euler, 1707�1783): todo entero positivo es la suma de, a lo más,

uatro uadrados.

Teorema (John Wilson, 1741�1793): para todo primo p, el número (p−1)!+1 es múltiplo
de p.
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En la novela [Dox00℄ se relata la historia de un matemátio que úniamente vivió para

intentar demostrar la onjetura de Goldbah.

⊲ 6. Generaión de primos

Realiza una funión que entero n, alule el menor primo mayor o igual que n. Modi�a

esa funión para que admita (y use) una lista on los primos menores o iguales a n.

Realiza una funión que genere una lista de números primos. Diha funión debe tener

2 parámetros: uno onteniendo la lista on los primeros números primos y otro on el

número de números primos adiionales que se quieren generar.

Realiza un programa que tenga omo parámetro el nombre de un �hero y un entero n

Ese �hero debe ontener una lista on los primeros números primos. El programa debe

alular los siguientes números primos y añadirlos al �hero.

⊲ 7. Triángulo de Pasal

Consideremos el triángulo de Pasal,

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

...

uyos elementos pueden generarse bien diretamente mediante números ombinatorios, siendo

(

i
j

)

el elemento j-ésimo de la �la i-ésima (para 0 ≤ j ≤ i),

(

0

0

)

(

1

0

) (

1

1

)

(

2

0

) (

2

1

) (

2

2

)

(

3

0

) (

3

1

) (

3

2

) (

3

3

)

(

4

0

) (

4

0

) (

4

0

) (

4

0

) (

4

0

)

...

o bien sumando los dos situados sobre él:

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1

. . .

. . .

❆
❆❯

✁
✁☛

❆
❆❯

✁
✁☛

❆
❆❯

✁
✁☛

❆
❆❯

❆
❆❯

✁
✁☛

❆
❆❯

✁
✁☛

❆
❆❯

✁
✁☛

❆
❆❯

✁
✁☛

❆
❆❯

✁
✁☛

✁
✁☛

Sustituyendo ada número impar por un punto negro y ada número par por uno blano,

se obtiene el triángulo siguiente:
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•••••• •••◦•••••• •••◦
•••••• •••◦

◦◦◦◦◦◦
•••••• •••◦•••••• •••◦
•••••• •••◦

◦◦◦◦◦◦

•••••• •••◦•••••• •••◦
•••••• •••◦

◦◦◦◦◦◦

◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦
•••••• •••◦•••••• •••◦
•••••• •••◦

◦◦◦◦◦◦
•••••• •••◦•••••• •••◦
•••••• •••◦

◦◦◦◦◦◦

•••••• •••◦•••••• •••◦
•••••• •••◦

◦◦◦◦◦◦

◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦

•••••• •••◦•••••• •••◦
•••••• •••◦

◦◦◦◦◦◦
•••••• •••◦•••••• •••◦
•••••• •••◦

◦◦◦◦◦◦

•••••• •••◦•••••• •••◦
•••••• •••◦

◦◦◦◦◦◦

◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦

◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦
•••••• •••◦• •◦◦◦

•••••• •••◦• •◦◦◦

◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦

Se pide desarrollar un programa que reproduza ese dibujo, aunque rotando la �gura del

siguiente modo, para aprovehar mejor la pantalla,

•••••◦•••
•
◦◦◦◦◦
◦•••••◦•••

•
◦◦◦◦◦
◦

•••••◦•••
•
◦◦◦◦◦
◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦•••••◦•••
•
◦◦◦◦◦
◦•••••◦•••

•
◦◦◦◦◦
◦

•••••◦•••
•
◦◦◦◦◦
◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦

•••••◦•••
•
◦◦◦◦◦
◦•••••◦•••

•
◦◦◦◦◦
◦

•••••◦•••
•
◦◦◦◦◦
◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦

◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦•••••◦•••
•
◦◦◦◦◦
◦•••••◦•••

•
◦◦◦◦◦
◦

•••••◦•••
•
◦◦◦◦◦
◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦•••••◦•••
•
◦◦◦◦◦
◦•••••◦•••

•
◦◦◦◦◦
◦

•••••◦•••
•
◦◦◦◦◦
◦•••••◦•••

•
◦◦◦◦◦
◦

•••••◦•••
•
◦◦◦◦◦
◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦
◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦

•••••◦•••
•
◦◦◦◦◦
◦•••••◦•••

•
◦◦◦◦◦
◦

•••••◦•••
•
◦◦◦◦◦
◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦•••••◦•••
•
◦◦◦◦◦
◦•••••◦•••

•
◦◦◦◦◦
◦

•••••◦•••
•
◦◦◦◦◦
◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦

•••••◦•••
•
◦◦◦◦◦
◦

•••••◦•••
•
◦◦◦◦◦
◦

◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦

◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦
◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦

◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦
Notas bibliográ�as En este ejeriio se han presentado variaiones sobre el tema de la

onstruión del triángulo, enfoando distintos problemas de e�ienia que se presentan a

menudo. Sin embargo, esta senilla onstruión es abundante en propiedades: además de

estar en él presentes los números naturales y, obviamente, los números ombinatorios, no

es difíil desubrir los triangulares (de diferentes órdenes), los de Fibonai, et. Consulta

por ejemplo [Enz01℄. Los artíulos y libros sobre el tema son muy abundantes. Entre ellos,

itamos el apítulo 15 de [Gar87℄, de donde proviene la idea de jugar on la paridad de los

oe�ientes binomiales. Este atrayente libro inluye, a su vez, una pequeña oleión de reseñas

bibliográ�as sobre el menionado triángulo.

Un poo de historia El triángulo de Pasal debe su nombre a Blaise Pasal (1623�1662),

que en 1653 publió Traité du triangle arithmétique, obra en la que se inluye el estudio más

importate sobre el tema. Sin embargo, el triángulo de Pasal era onoido por los matemátios

árabes. Al-Samawal (1130�1180) ita un trabajo de Al-Karaji (953�1029) en el que se daba la

onstruión de diho triángulo.
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⊲ 8. k-repetiiones en un array

Diseña un subprograma que, a partir de una lista , v, que ontiene n números enteros, y del

entero k > 0, deida si en v existe algún valor que se repita exatamente k vees. Si existe

alguno, el subprograma debe detenerse en uanto enuentre el primero de ellos, devolviendo

que sí y el orrespondiente valor. Por el ontrario, si no existe ningún valor que se repita

exatamente k vees, devolverá simplemente que no.

Ejemplo Consideremos la lista v = [8, 5, 1, 2, 1, 4, 1, 5, 1, 6] que tiene 10 elementos. Si pasá-

semos a nuestro subprograma el vetor v y el entero k = 4, el subprograma debería enontrar,

si es que existe, un valor que se repitiese exatamente 4 vees en el vetor v. En este aso,

sí que existe diho valor, que es el 1, y por tanto, el subprograma debería devolver en una

variable el valor ierto y en otra variable el valor que se repite exatamente k vees, el 1.

Sin embargo, si en las mismas ondiiones (k = 4), v fuera la lista [2, 1, 1, 2, 1, 4, 1, 5, 1, 7]
el proedimiento debería devolver en una variable el valor falso, pues ningún valor se repite

exatamente k vees. Lo mismo ourriría on la lista [5, 5, 2, 2, 1, 4, 1, 1, 5, 6].

⊲ 9. Reorrido espiral

Dada una matriz uadrada de dimensión arbitraria esribe un subprograma que reorra la

matriz en espiral.

Ejemplo Si onsideramos la matriz de dimensión 4,

1 2 3 4

12 13 14 5

11 16 15 6

10 9 8 7

un reorrido en espiral de la misma, que omienza en la asilla (1,1) y que va haia la dereha,

mostraría los números en orden reiente 1, 2, 3, 4, . . . 14, 15 y 16.

Si onsideramos esta otra matriz, también de dimensión 4, su reorrido en espiral, desde

la asilla (1,1) y haia la dereha, mostraría la siguiente seuenia:

1 15 14 4

12 6 7 9

8 10 11 5

13 3 2 16

1, 15, 14, 4, 9, 5, 16 2, 3, 13, 8, 12 6, 7, 11 y 10 (Para más informaión onsúltese la

pista 2.)

⊲ 10. Palíndromos

Un palíndromo es una palabra o frase que se lee igual de izquierda a dereha que de dereha a

izquierda; por ejemplo, la palabra �anilina�, o las frases �anula la luz azul a la luna� y �sé verla

al revés�, despreiando las diferenias entre mayúsulas y minúsulas, los espaios en blano

entre palabras y las tildes.

De igual forma, deimos que la expresión de un número en una determinada base es un

palíndromo, o apiúa, si diho número se lee igual de izquierda a dereha que de dereha a

izquierda, por ejemplo 81318 en base 10, o el número nueve expresado en base 2, 1001. Obvia-

mente, suponemos que los números siempre están expresados por su representaión mínima,

es deir, sin eros redundantes. Por ejemplo, 100 en base 10 no es un palíndromo, ya que no
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se lee igual de dereha a izquierda de izquierda a dereha; no onsideramos expresiones de 100

omo 00100, que en prinipio también son el mismo número, ya que entones podríamos deir

que sí que es un palíndromo.

Reverso de un número Esribe una funión que tenga omo parámetro un número entero

y devuelva el reverso de diho número. (Para más informaión onsúltese la pista 3.)

Número palíndromo Esribe una funión que tenga omo parámetro de entrada un número

y nos indique si éste es palíndromo o no.

⊲ 11. Conjetura para la formaión de palíndromos

Consideremos el siguiente proedimiento:

Dado un número, lo sumamos a su reverso. Si esta suma es un palíndromo, entones

paramos; y si no, repetimos el proeso on el número obtenido de diha suma, hasta

dar on un palíndromo.

Una uriosa onjetura de teoría de números a�rma que, partiendo de ualquier número natural

expresado en base 10, el proedimiento anterior para, y por tanto nos lleva a un palíndromo

(véase el ejeriio 10).

Ejemplo Aquí vemos un ejemplo de ómo funiona la onjetura. Supongamos que partimos

del número 59 lo sumamos a su reverso y obtenemos 154. Repetimos la operaión on 154: la

suma on su reverso es 605. Por último, al sumar 605 a su reverso obtenemos un palíndromo

59 →
59

+ 95

154

→
154

+ 451

605

→
605

+ 506

1111

→ 1111

Conjetura Esribe un programa que lleve a abo el proedimiento desrito por la onjetura

para enontrar un palíndromo a partir de un número. (Para más informaión onsúltese

la pista 4.)

Terminaión Una onjetura es una hipótesis no demostrada ni refutada. La onjetura que

estamos onsiderando desribe un método que, en aso de terminar, ondue a un pa-

líndromo a partir de un número. Aunque el método en general termina, on algunos

números no se sabe qué ourre: por ejemplo, on el 196 se han realizado entenares de

iteraiones pero no se ha onseguido llegar a un palíndromo.

Esribe un programa que lleve a abo el proedimiento desrito por la onjetura para

enontrar un palíndromo a partir de un número. El número de iteraiones tiene que

limitarse para así evitar los desbordamientos y asegurar que el programa termina.

Notas bibliográ�as Desde que hay personas que piensan y demuestran ha habido onje-

turas. Las onjeturas son misteriosas y siempre han generado leyendas y mitos. Muhas on-

jeturas en matemátias son más populares que los teoremas más importantes. En el ejeriio

5 enontrarás una de las onjeturas más onoidas. La onjetura de la formaión de palín-

dromos aparee en [Gar95℄, un libro ligero, ameno y divertido del maestro de la divulgaión

matemátia Martin Gardner (1914�).
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⊲ 12. Suma Aumulada

Supongamos que tenemos una lista v llenade números. Queremos realizar una serie de

sumas aumuladas sobre los valores de diho lista de la siguiente forma:

Al prinipio la lista tiene una serie de valores,

v1 v2 · · · vn−1 vn

En la primera vuelta sumamos ada omponente v[i] a v[i + 1] y dejamos el valor en

v[i+ 1],
v1 v1 + v2 v2 + v3 · · · vn−2 + vn−1 vn−1 + vn

Repetimos el proeso de sumar v[i] a v[i+1] y dejar el valor en v[i+1] omenzando por

la segunda omponente y después por la terera... así hasta el �nal de la lista .

Esribe un programa que dada una serie de números alule el resultado de apliarles el

proeso anterior.

Ejemplo Consideremos la lista on los valores siguientes:

4 2 5 3

En la primera iteraión se realizarían las siguientes sumas en la lista

4 4 + 2 2 + 5 5 + 3

y quedaría on los valores:

4 6 7 8

En la siguiente vuelta omenzaríamos en la segunda posiión y realizaríamos las siguientes

sumas:

4 6 6 + 7 7 + 8

obteniendo la lista

4 6 13 15

Finalmente, en la última vuelta tendríamos que sumar las dos últimas omponentes

4 6 13 13 + 15

y el resultado �nal sería la lista

4 6 13 28

⊲ 13. Entropía de un vetor

Sea v un vetor de enteros on N posiiones numeradas del 1 al N . La entropía de una posiión

i ∈ {1, . . . , N} se de�ne omo en número de posiiones mayores que i que ontienen elementos

menores que el de la posiión i−ésima. Formalmente se puede de�nir omo sigue:

entropiaPos(i, v) = card({j ∈ {i+ 1, . . . , N} | v[i] > v[j]})

donde card denota el ardinal o número de elementos de un onjunto. La entropía total del

vetor v se de�ne omo la suma de las entropías de sus posiiones, es deir:
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entropia(v) =
N
∑

i=1

entropiaPos(i, v)

Esribe una funión que alule la entropía total de un vetor. (Para más informaión

onsúltese la pista 5.)

Ejemplo La entropía del vetor [7, 9, 9, 1, 5] se alula así:

para la primera posiión, que ontiene el elemento 7, la entropía es 2 puesto que en

posiiones posteriores hay dos elementos menores, el 1 y el 5;

para la segunda posiión, primer 9, es 2 porque hay dos elementos menores a ontinua-

ión, el 1 y el 5;

para la terera posiión, segundo 9, también es 2 igual que antes;

para la uarta posiión, el 1, la entropia es 0;

y para la ultima posiión, el 5, también es 0. De heho, sea ual sea el valor que ontenga

esta última posiión, la entropía es siempre 0.

Sumando la entropía de todas las posiiones, la entropía total del vetor es 2+2+2+0+0 =
6. Naturalmente, para un vetor ordenado en forma reiente la entropía será siempre 0.

⊲ 14. Generaión de primos

Considera las siguientes propiedades relaionadas on la primalidad de un número:

Un entero superior a 2 sólo puede ser primo si es impar.

Un entero n superior a 3 sólo puede ser primo si veri�a la propiedad n2 mód 24 = 1.

Un entero positivo n es primo si y sólo si no tiene divisores entre 2 y ⌊√n⌋.

y, basándote en ellas, esribe las siguientes funiones:

Filtro: �mod24-1� Una funión que indique si un entero veri�a la propiedad siguiente:

n2 mód 24 = 1

Filtro: divisores Una funión que indique si un número es primo, busando si tiene algún

divisor entre 2 y ⌊√n⌋.

Filtro: primos Una funión que indique si un número es primo o no, desartando primero los

pares, omprobando luego la propiedad �mod24-1,� y �nalmente busando sus posibles

divisores.

Notas bibliográ�as La literatura sobre los números primos es muy abundante. La refe-

renia [Pom83℄ es un interesante punto de partida para ampliar informaión sobre este tema.
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⊲ 15. El fatorial en la soiedad del futuro

(*) Ahora hay muha poliía; nos aseguran que es neesaria. Mi abuela me ha ontado que

antes sólo existían dos o tres poliías, distintas pero iguales; ahora hay una sola, pero on tantas

personas que neesitan vigilarse mutuamente. Por eso está organizada jerárquiamente, y los

de un nivel vigilan a los del siguiente hasta que se llega a la iudadanía.

Nadie onoe el primer nivel; no se sabe uántas personas lo forman; dien que se llama ia

y que vigila al siguiente nivel. El segundo nivel se llama biia; tiene una sola persona (dien

que es un rey) que vigila a las dos personas del siguiente nivel. El terer nivel se llama triia;

ada uno de sus dos miembros vigila a tres personas en el siguiente nivel. Así se sigue, por

varios niveles más de los que poa gente onoe el nombre; siempre se umple que una persona

del nivel n vigila a n+1 personas del siguiente nivel, y que a ada persona del nivel n+1 sólo
la vigila una del nivel n; se dedue que en ada nivel hay (n− 1)! personas. Al último nivel lo

llamamos poliia porque no sabemos exatamente a uántas personas toan. Las personas

que quedamos somo iudadanos, aunque se está extendiendo el término iadaano.

Mi abuela die que antes se podía trabar onversaión on ualquier persona desonoida;

que antes los poliías tenía un arnet y un traje espeial. Ahora no es así; sólo hay una

doumentaión, no hay una ropa espeial. En busa de la prima de produtividad, la poliía

para intempestivamente a la gente por la alle. En un prinipio hubo muhos alterados y

tiroteos entre la misma poliía; luego se impuso la ostumbre de gritar el nivel para que

los demás supiéramos por quién tomar partido; pero ahora, para haerlo todo más sutil,

se grita el número de la doumentaión. Afortunadamente la doumentaión está numerada

onseutivamente por niveles; es fáil haerse una idea de quién manda más, pero omo los

niveles son tan grandes, es difíil saber si dos números son del mismo nivel o los separan muy

poos niveles.

El otro día me pararon el agente número 47335 y la agente número 80157; me trataron

de muy malos modos; no sabía que sólo estaban un nivel por enima de mí y que les podía

haber interpuesto una denunia. Ahora voy a esribir un programa en mi miroomputadora

portátil para auxiliarme la próxima vez; le daré dos números de doumentaión y me dirá

uántos niveles los separan.

⊲ 16. Juegos perdedores ganan

(*) Queremos realizar un programa que permita simular juegos de azar y así observar su

evoluión a largo plazo. Para ello nos vamos a ir a nuestro asino partiular en el que se

enuentran los siguientes juegos:

Casi iguales pero no tanto El juego de asi iguales pero no tanto tiene las siguientes re-

glas: se lanza una moneda en la que sale ara on una probabilidad del 49.5% y ruz

on una del 50.5%; el jugador gana un punto si sale ara y pierde un punto si sale ruz.

Esribe un programa que simule el juego a largo plazo, y que muestre los datos para que

se apreie la evoluión de las gananias o pérdidas del jugador.

Por tres es al revés El juego de por tres es al revés se juega on dos monedas M1 y M2.

Al lanzar la primera de ellas, M1, sale ara on un 9.5% de probabilidad y ruz on un

90.5%; al lanzar la segunda, M2, sale ara on una probabilidad del 75.5% y ruz on el

24.5%. El jugador gana un punto si sale ara y pierde un punto si sale ruz. Si el apital

on el que uenta el jugador es múltiplo de tres, se lanza la moneda M1, y si no se lanza

la moneda M2. El jugador puede omenzar on un apital arbitrario, en puntos.
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Esribe un programa que simule el juego a largo plazo y que muestre los datos para que

se apreie la evoluión de las gananias o pérdidas del jugador.

Mezlando juegos Si has realizado los ejeriios anteriores, te habrás dado uenta de que

nuestro asino es un negoio rentable. En los juegos que hemos propuesto el jugador

lleva la peor parte y, a largo plazo, siempre aaba perdiendo.

Supongamos que abreviamos por C al juego asi iguales pero no tanto y por T al juego

por tres es al revés. Se abre una nueva mesa de juego en nuestro asino que onsiste en

alternar jugadas a los dos juegos anteriores de la siguiente forma CCTTCCTTCCTT. . . ,

es deir dos jugadas al juego C, dos jugadas al juego T. . . ¾Apostarías tus puntos a este

nuevo juego?

Esribe un programa que simule el juego a largo plazo y que muestre los datos para

que se apreie la evoluión de las gananias o pérdidas del jugador. El jugador puede

omenzar on un apital arbitrario, en puntos. ¾Te sorprende el resultado?

(Para más informaión onsúltese la pista 6.)

Notas bibliográ�as El resultado de mezlar juegos perdedores para enontrar un juego

ganador es muy reiente y se onoe omo paradoja de Parrondo. El propio autor, Juan Pa-

rrondo (1964�), lo explia muy laramente en el artíulo [Par01℄. En realidad, no se trata de

una verdadera paradoja matemátia, sino de un resultado sorprendente. El libro Fotogra�an-

do las matemátias [Mar00℄ ofree uidadas fotografías que muestran ómo las matemátias

apareen en muy diversos ámbitos de la vida. Uno de los inuenta artíulos que aglutina esta

obra está dediado al trabajo de Parrondo.

⊲ 17. Código de sustituión monoalfabétio

(*) Un ódigo monoalfabétio de sustituión es aquél en el que las letras del alfabeto en que

se esribe el mensaje original son sustituidas por otras letras del mismo alfabeto. Es deir,

dado un alfabeto, alulamos una permutaión suya y, para ifrar un mensaje, simplemente

ambiamos las letras según nos indique esa permutaión.

Veamos ómo se ifra un mensaje on este tipo de ódigos. Consideremos la siguiente

permutaión del alfabeto usual:

A B C D E F G H I J K L M N Ñ O P Q R S T U V W X Y Z

J W K U L Z B P N H E C G Y V R M Q S T D A X I F O Ñ

Con este ódigo, para ifrar la palabra �DARDO�, tenemos que onsultar en la primera �la

ada una de las letras de la palabra y esribir la letra que se enuentra en la �la de abajo:

para la D esribimos U , para la A esribimos J , y así suesivamente hasta obtener �UJSUQ�.

Observa que las dos apariiones de la misma letra D en la palabra �DARDO� son odi�adas

por la misma letra U .

La lave neesaria en este tipo de ifrados es una permutaión del alfabeto que vayamos a

utilizar. Esta lave es difíil de retener de memoria y por tanto se neesita su almaenamiento

y gestión. Para reduir estos inonvenientes, se puede reurrir a ódigos pseudoaleatorios.

Por ejemplo, a partir de una palabra que se utiliza omo lave. Supongamos que queremos

realizar un ódigo monoalfabétio uya lave podamos reordar, elijamos omo lave la palabra

�OCULTA�. Una forma posible de de�nir el ódigo es:

A B C D E F G H I J K L M N Ñ O P Q R S T U V W X Y Z

O C U L T A B D E F G H I J K M N Ñ P Q R S V W X Y Z
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Hemos utilizado la palabra lave para de�nir el omienzo de la permutaión y luego hemos

seguido el orden alfabétio. Si la palabra lave tiene letras repetidas, entones basta on no

esribirlas de nuevo. Por ejemplo si onsideramos �CRIPTOGRAMA� omo palabra lave,

entones el ifrado quedaría

A B C D E F G H I J K L M N Ñ O P Q R S T U V W X Y Z

C R I P T O G A M B D E F H J K L N Ñ Q S U V W X Y Z

Una permutaión del alfabeto De�ne un subprograma que alule una permutaión alea-

toria del alfabeto que vayas a utilizar para esribir los mensajes.

Una permutaión de un alfabeto ualquiera De�ne un subprograma que dado un al-

fabeto ualquiera devuelva una permutaión de diho alfabeto. Ahora el alfabeto tiene

que tratarse omo un parámetro más del subprograma.

Almaenamiento en �heros Uno de los grandes problemas que pueden tener este tipo

de ódigos es reordar la lave. En este aso la lave es la permutaión del alfabeto que

hemos elegido. Modi�a adeuadamente el programa del apartado anterior para que la

permutaión del alfabeto sea guardada en un �hero.

Código monoalfabétio Esribe subprogramas para ifrar y desifrar mensajes utilizan-

do un ódigo monoalfabétio. La lave, tanto para ifrar omo para desrifrar, es la

permutaión del alfabeto que hayamos elegido. (Para más informaión onsúltese la

pista 7.)

Elimina letras repetidas Esribe un pequeño subprograma que reiba una palabra y que

onstruya otra palbr (aunque no exista en el diionario) que sea idéntia a la primera

pero que elimine las repetiiones de letras.

Ideas para la simpli�aión de la lave Esribe un programa que onstruya una per-

mutaión de un alfabeto basada en una palabra lave. Es deir, una permutaión que

omiene on las letras no repetidas de la palabra y ontinue on las letras restantes en

el orden alfabétio.

Cifrar y desifrar on lave simpli�ada Esribe programa para ifrar y desifrar men-

sajes utilizando un ódigo de sustituión monoalfabétio basado en una palabra lave.

¾Qué ourre on las últimas letras del alfabeto ifrado? ¾Puede esto afetar a la seguridad

del ódigo? ¾Se te ourre alguna soluión senilla?

⊲ 18. Sin los elementos de las ráfagas

Una rafaga en una seuenia es la apariión onseutiva de un mismo elemento. Un elemento

e tiene ráfagas en una seuenia si hay alguna ráfaga formada por e.

Esribe un subprograma que elimine de una seuenia todos los elementos que tienen

ráfagas.

Ejemplo El subprograma debería onvertir la seuenia

1, 2, 2, 2, 4, 5, 7, 5, 4, 2, 1, 1

en

4, 5, 7, 5, 4.
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Haz otro subprograma que sólo elimine los elementos que tengan ráfagas más largas que

un ierto n.

Ejemplo Si onsideramos la seuenia

1, 2, 2, 2, 4, 5, 7, 5, 4, 2, 1, 1

al quitar los elementos on ráfagas de más de 2 elementos, quedaría

1, 4, 5, 7, 5, 4, 1, 1.

⊲ 19. Matries

En este ejeriio vamos a desarrollar una estrutura de datos y los subprogramas neesarios

para realizar algunas operaiones sobre matries.

De�niión del tipo Desribe un tipo de datos adeuado para guardar matries n × m,

donde n y m pueden variar durante la ejeuión del programa.

Llenar y mostrar Queremos ahora dos proedimientos que permitan utilizar fáilmente

las matries de�nidas on el tipo anterior. Uno de los proedimientos se enargará de

llenar on datos aleatorios una matriz. El segundo de los proedimientos se enargará

de esribir los datos de una matriz por pantalla.

Leer de un �hero Esribe una funión para leer una matriz de un �hero de texto. Debes

desribir el formato del �hero en el que está guardada la matriz.

Cálulo de la matriz traspuesta Implementa una funión o proedimiento que alule la

matriz traspuesta a una dada.

Matries adjuntas Dada una matriz M y una posiión (i, j), dentro de ella, la matriz

adjunta C se de�ne omo la matriz formada por los elementos deM que no se enuentran

en la �la i ni en la olumna j. Implementa un subprograma que alule matries adjuntas.

Cálulo del determinante Implementa una funión que nos permita alular el determi-

nante de una matriz onsiderando la estrutura de datos de�nida en el apartado anterior.

Puede ser útil el subprograma para el álulo de la matriz adjunta desarrollado en otro

apartado.

Multipliaión Esribe el ódigo adeuado para multipliar matries.

Composiion De�nimos la operaión omposiión de matries, que denotamos por [−|−],
omo sigue: Si A es una matriz n×m y B es una matriz n× k, entones la omposiión

de A y B, C = [A|B], es una matriz de n× (m+ k) donde las primeras m olumnas de

C son las de la matriz A y las últimas k olumnas de C son las de la matriz B.

⊲ 20. Busar nombres de funiones.

Esribe una funión que, dado un programa Python orreto, devuelva una lista on los nom-

bres de todas las funiones que apareen en diho programa.

⊲ 21. Palabras de un texto.

Esribe una funión que, dado un string, devuelva una lista on las palabras de diho string.

Consideraremos que son letras todos los arateres que no esten en los dos strings string.whitespae

y string.puntuation del módulo string.
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Pistas

1. Para desarrollar una soluión adeuada del programa te será útil esribir una funión que devuelva un

número aleatorio uniformemente distribuido en un intervalo arbitrario (a, b).

2. Una buena forma de resolver el problema es pensar en desomposiiones de reorridos que, iterados,

permitan pasar por los datos de la matriz en espiral. Observa, por ejemplo, los siguientes dibujos:

En la �gura de la izquierda, hay dos reorridos. Uno de los reorridos es ir haia la dereha y luego bajar y el

otro reorrido onsiste en ir haia la izquierda y luego subir. Estos reorridos tienen que estar parametrizados

por la longitud del lado que se quiere dibujar.

En la �gura de la dereha, hay un reorrido pora el anillo más exterior, otro para el siguiente y así

suesivamente.

3. Haber trabajado on el ejeriio 2 puede ser de gran ayuda para saber ómo obtener los dígitos que

omponen un número.

4. En el ejeriio 10 tienes funiones que te serán útiles.

5. Conviene de�nir primero una funión que alule la entropía de una posiión.
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6. Una parte muy importante de la soluión al problema onsiste en enontrar la de�niión de las funiones

que simulen los proesos aleatorios que intervienen en los diversos juegos.

7. La utilizaión del alfabeto de ifrado es alta: neesitamos onsultarlo una vez para ada letra del mensaje

original; por tanto, onviene tener diho alfabeto en un soporte que permita un rápido aeso.
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